1. Géomeétrie dans I’espace

1 Vecteurs de I'espace

1.1 Vecteurs et translations
Définition 1 : Un vecteur de I’espace est un objet mathématique caractérisé par une direction de 1’espace,
un sens et une longueur, également appelée norme.

Deux vecteurs sont égaux s’ils ont la méme direction, la méme norme et le méme sens.

Définition 2 : Soit # un vecteur de I’espace. On appelle translation de vecteur # la transformation de

I’espace qui, a tout point M, associe I’unique point M’ tel que i = MM'.

Toutes les notions vues en géométrie plane sur les vecteurs s’étendent dans 1’espace : égalité de vecteurs,
somme de vecteurs, produit d’un réel par un vecteur, relation de Chasles, vecteur nul, etc...

Il est donc fortement conseillé de revoir ces notions de la classe de Seconde avant de passer a la suite de ce
chapitre.

Définition 3 : Soit iiy, iy, ..., i, des vecteurs et Ay, Ay, ..., A, des réels.
n

Le vecteur & défini par ii = Aii; + Apiiy + ... + Ay, = Z Aqli; est appelé combinaison linéaire des vecteurs
i=1

iy, o, ..., Uy,

= Exemple 1 : On considére deux cubes ABCDEF GH et BIJCFLKG placés cote a cote.

H G K

£ E L On ales égalités de vecteurs suivantes
e e « EH =1
| | - HG+ K[ = b
Y IR N N - - EF +AD + KB+2DC = E.
i ’C J

A L

Définition 4 : Soit i et V deux vecteurs de 1’espace.

On dit que i et V sont colinéaires s’il existe un nombre réel A tel que i = AV ou V = Aii.

Le vecteur nul est ainsi colinéaire a tout vecteur de I’espace.

— —
m Exemple 2 : Sur la figure précédente, on a Al = 2%. Les vecteurs A/ et Iﬁ sont donc colinéaires. "
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Définition 5 : Soit ii, V et w trois vecteurs de 1’espace tels que ¥ et w ne sont pas colinéaires.

On dit que i, V et w sont coplanaires s’il existe deux réels A et u tels que i = AV + uw.

= Exemple 3 : Sur la configuration suivante...

H G K
E i F i L
e P
A - B’
Les vecteurs R, ﬁ et ﬁ sont coplanaires. En effet, on a ﬁ = 2@ — 21@. n

2 Droites et plans de I’espace

2.1 Droites de I’espace

Définition 6 : Soit i un vecteur non nul et A un point de I’espace. La droite de vecteur directeur i passant
par A est I’ensemble des points M tels que AM et ii sont colinéaires.

Une droite est donc entierement déterminée par un point et un vecteur non nul. On dit que (A; ) est un repere
de la droite passant par A dirigée par ii. Une droite peut également étre déterminée par deux points distincts.

La définition d’une droite a I’aide des vecteurs permet d’exploiter la colinéarité pour résoudre des problémes

d’alignement de points ou de parallélisme de droites.

Propriété 1 : Deux droites de I’espace de vecteurs directeurs respectifs i et ¥ sont paralleles si et seulement
si ii et V sont colinéaires.

Propriété 2 : Soit A, B et C trois points de I’espace. Les points A, B et C sont alignés si et seulement si les
vecteurs ﬁ et R sont colinéaires.

2.2 Plans de I'espace
Définition 7 : Soit i et V deux vecteurs non colinéaires et A un point du plan.

Le plan passant par A et dirigé par les vecteurs i et V est I’ensemble des points M pour lesquels le vecteur
AM s’exprime comme une combinaison linéaire des vecteurs i et V.

Autrement dit, M appartient au plan passant par A, dirigé par i et V si et seulement s’il existe deux réels A
et U tels que

—
AM = A+ pv.
On dit que (i; V) est une base de ce plan et que (A;i,V) est un repere de ce plan.

Cette définition implique que par trois points non alignés de 1’espace passe un unique plan.
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Définition 8 : Soit A, B, C et D quatre points de I’espace. On dit que A, B, C et D sont coplanaires s’il existe
un plan de I’espace passant par ces quatre points.

Propriété 3 : Soit A, B, C et D quatre points de ’espace. Les points A, B, C et D sont coplanaires si et
seulement si les vecteurs 1@, R et ﬁ sont coplanaires.

= Exemple 4 : On considére un cube ABCDEF GH ainsi que les points 7, J, K et L, milieux respectifs des
segments [AB], [AE], [CG] et [EH]

_)
D’apres la relation de Chasles, AH = ZE —i—ﬁ . Or, J étant le milieu de [AE], on aﬁ = 2]? .

De méme, ﬁl = Zﬁ. Ainsi, zﬁl = 2.]? + Zﬁ = 2ﬁ. Les vecteurs zﬁl et ﬁ sont colinéaires. Les droites
(AH) et (JL) sont donc paralleles.

De la méme maniere, on montre que ﬁ = Zﬁ.
On a J? = ﬁ D’apres la relation de Chasles, on a donc J? = E?I +Iﬁ‘ = ﬁ +ﬁ.

En utilisant les points précédents, on a donc que J? = 2ﬁ + 2ﬁ. Les vecteurs J? , J_} et ﬁ sont donc
coplanaires. Les points 7, J, K et L sont donc coplanaires : ces quatre points appartiennent a un méme plan.
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2.3 Positions relatives

Positions relatives de deux droites
Définition 9 : Soit A, B, C et D quatre points distincts de 1’espace. Les droites (AB) et (CD) sont dites
coplanaires si les points A, B, C et D sont coplanaires.

Autrement dit, il existe un plan qui contiennent les droites (AB) et (CD).

Propriété 4 : Deux droites de 1’espace coplanaires sont...

* paralleles ou confondues si leurs vecteurs directeurs sont colinéaires,
* sécantes en un unique point sinon.

= Exemple 5 : On considere un cube ABCDEFGH ainsi qu’un point / sur le segment [BF|.

H G

* Les droites (AB) et (EF) sont paralleles.

* Les droites (AB) et (CG) ne sont pas coplanaires.

X * Les droites (HI) et (BD) sont coplanaires mais pas paral-
Ieles : elles sont donc sécantes.

Positions relatives d’une droite et d’un plan
Propriété 5 : Une droite est...

* parallele ou contenue dans un plan si tout vecteur de la droite est aussi un vecteur directeur du plan,
 sécante au plan en un unique point sinon.

Droite sécante a un plan Droite paralléle a un plan

—

» Exemple 6 : Dans le cube précédent, la droite (AE) est parallele au plan (BDH ). En revanche, cette droite
est sécante au plan (IGH). n
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Positions relatives de deux plans

Propriété 6 : Deux plans de I’espace sont...

* paralleles ou confondus si les vecteurs directeurs de I’un sont aussi directeurs de 1’autre,
* sécants sinon. L’intersection de ces deux plans est alors une droite.

Plans sécants selon une droite Plans paralléles

T

11 suffit donc de connaitre deux points d’intersection A et B de deux plans pour déterminer toute leur intersection
qui n’est autre que la droite (AB).

» Exemple 7 : On considére le cube ABCDEFGH suivant ainsi que trois points : [ sur le segment [BF], J
sur le segment [CG] et K sur le segment [AE] de telles sorte que les droites (1K) et (AB) sont sécantes en un
point T et que les droites (1J) et (BC) sont sécantes en un point S.

H G
; J
1
E I I
1
Kx
i |
i X
D
Rl ---7c
d
d
4
2.
A B

* Puisque la droite (1J) est dans le plan (IJK) et la droite (BC) est dans le plan (ABC), le point
d’intersection de ces deux droites se trouve dans 1’intersection des plans (ABC) et (IJK).

* Puisque la droite (/K) est dans le plan (IJK) et la droite (AB) est dans le plan (ABC), le point
d’intersection de ces deux droites se trouve dans I’intersection des plans (ABC) et (IJK).

* L’intersection de deux plans sécants étant une droite, 1’intersection des plans (ABC) et (IJK) est la
droite (ST).
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Propriété 7 : Pour montrer que deux plans & et &2’ sont paralleles, il suffit de trouver deux droites sécantes
non confondues (d;) et (d2) de & et deux droites sécantes non confondues (9;) et (&) de &’ telles que
(dy) est parallele a (0)) et (d) est parallele a (8).

Repére de I’'espace

Définition 10 : Un repere de I’espace est un quadruplet (O; ?,jj&) ol

* O est un point de I’espace ;
* 7,7 et k sont des vecteurs non coplanaires.

On dit que les vecteurs 7, j et k forment une base de I’espace.

Propriété 8 : Soit # un vecteur de ’espace et (O; T,‘j,%) un repere de 1’espace.
Il existe un unique triplet de réel (x;y;z) tel que i = X7+ yj+ zk.

X
x, y et z sont appelés les coordonnées du vecteur ii. On notera ii | y
Z

m Exemple 8 : On considere deux cubes ABCDEFGH et BIJCFLKG placés cote a cote.

H G K
e /L S
S ARREEEt RLDF SRR 7
A B [
_ 0,5
Les coordonnées du vecteur zﬁ dans le repere (A;Al ,zﬁ,ﬁ ) sont 1
1
1=
Onaen effetgg’: AI+@+XI_:2. "

2

Définition 11 : Soit M un point de I’espace et (O;?, f,ié) un repere de I’espace. Les coordonnées du point
—> X
M sont les réels (x;y;z) tels que le vecteur OM a pour coordonnées | y |. On notera M(x;y;z).
Z

__)
m Exemple 9 : Dans la figure précédente, on a AK = 1@ —1—1@4—@
Le point K a pour coordonnées (1,1,1) dans le repere (A;@,IR‘,ZE ). n
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Propriété 9 : Dans un repere (0;7,7,k), on considere les points A(x4:y4:z4) et B(xp:yp:25)-

XB — XA
e Le vecteur ﬁ a pour coordonnées | yp—ya
ZB—ZA

* Le point /, milieu de [AB], a pour coordonnées < A —;XB ; 4 ;yB ; A _;ZB) .

, . —~ - = > ? 3 - 2 N .
Démonstration 1 : On a_>OA = XAl +ya) + 24k et OB = xgi + ygj+ zgk. Or, d’apres la relation de Chasles,
AB=AO+ OB = OB — OA. Ainsi,

zﬁ = xpl+ypj+ 25k — (xaT+yaj+ ZA%) = (xg—x4)T+ (yp—ya)j+ (25 — ZA)E

. , . . .. -
On retrouve bien le résultat attendu. Par ailleurs, si 7(x;,y;,z7) est le milieu de [AB], alors Al = I%
. . ) s XA+ XB
On a donc, en regardant la premiere coordonnée de ces deux vecteurs, x; — x4 = xp —x;y d’oll x; = T

En faisant de méme avec les deuxiémes et troisiemes coordonnées, on retrouve la formule attendue. O

= Exemple 10 : On se place dans un repere (O; ?,7,7&). On considere les points A(1;3;—4) et B(2;7;—1).
On note / le milieu du segment [AB].

2—-1 1
* Le vecteur zﬁ a pour coordonnées | 7—3 | soit | 4
—1-4 -5
. 142 3+7 —4+(—1)) . (3 5)
e L t] d g ( ; ; tl =;5;,—= ).
e point / a pour coordonnées 5 5 5 soit | 5 5
n
X x
Propriété 10 : Dans un repere (O;7,7,k), on considére les vecteurs u y | et v y
z 7
Ax+ ux’
Soit A et u des réels. Le vecteur Aii + uv a pour coordonnées | Ay+ uy’
Ay+py'
» Exemple 11 : On se place dans un repere de ’espace (O; T,j,i&).
2 —6
Les vecteurs @ | 5 et vV | —15 | sont colinéaires. En effet, v = —3ii. n
-3 9
0 2 —1
= Exemple 12 : Dans le repere (O;7,7,k), on considére les vecteurs 6|V 4 1, W 1
3 =7 5

Les vecteurs i, V et w sont-ils coplanaires ? D’une part, les vecteurs ¥ et w ne sont pas colinéaires.




8 1. Géométrie dans I’espace

0 24—
Supposons qu’il existe deux réels A et u tels que i = Av+ uw. Alors | 6 | = 41+ u
3 —TA+5u
24 —u =0
Nous sommes donc amenés a résoudre le systeme ¢ 44 + u = 6.
—TA+5u = 3
24— =0 u = 21 u = 21 u = 2
42 +u = 6 & 41+27 =6 (61 =6 << A =1
—TA+5u = 3 —TA+10A = 3 3 = 3 A =1

Le fait d’avoir deux fois la méme ligne n’est pas anormal : nous avons trois équations pour deux inconnues.
Si les résultats de ces deux lignes sont différents, cela signifie que les vecteurs ne sont pas coplanaires.

Vérifions que les valeurs trouvées pour A et (1 conviennent.

242x(-1) 0
Les coordonnées de v+ 2w sont en effet 44+2x1 soit | 6
—7+2x5 3

On a donc i = V+ 2w. Les vecteurs i, V et w sont donc coplanaires.

Représentation paramétrique de droite

Propriété 11 : L’espace est muni d’un repére (O; T,fj,%).

a
Soit A(x4,y4,z4) un point de I’espace et % | b | un vecteur non nul de I’espace.
C

On note (d) la droite passant par le point A et dirigée par i.

X=2Xxs+ta
Un point M(x,y,z) appartient a la droite (d) si et seulement s’il existe un réel ¢ tel que < y=ya+1b .
Z=1za+1c
—

Démonstration 2 : Le point M appartient a la droite (d) si et seuleme&s}i les vecteurs AM et ii sont colinéaires.
Puisque i est non nul, cela revient a dire qu’il existe un réel ¢ tel que AM = tii.

X — XA ta X =Xxa+ta
Ainsi, | y—ya | = | tb | ouencore ¢ y=ys+tb . o
I—2ZA tc z7=12z4t1c
a
Définition 12 : Soit A(xs,ya,24) un point de 1’espace, % | b | un vecteur non nul de I’espace et (d) la
c

droite passant par le point A et dirigée par ii.

X=x5+ta
Le systtme ¢ y=ya+1tb , t € R estappelé représentation paramétrique de la droite (d).
7z=72z4t1cC
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Attention ! Une représentation paramétrique de droite n’est pas unique !

1
= Exemple 13 : La droite passant par le point A(2;1;3) et dirigée par le vecteur w | =3 | admet pour
2
xX=2+t
représentation paramétrique ¢ y=1-3r, t € R. "
=342
x=5-2t
» Exemple 14 : On considere la droite admettant pour représentation paramétrique < y=8—4t ,t € R.
72=3+t
—2
Cette droite passe par le point A(5,8,3) et est dirigée par le vecteur w | —4 ). En prenant ¢t = 2, on obtient
1

que cette droite passe par le point de coordonnées (1;0:5).

Le point B(—1;—4;5) appartient-il a cette droite ?

Supposons que ce soit le cas. Il existe alors unréel t tel que 5 —2t = —1,8 —4t = —4 et 3+t =35.
La résolution de ces équations donne successivementt = 3,t =3 et = 2.

Il n’y a pas une unique valeur de ¢ qui est trouvée : le point B n’appartient donc pas a la droite considérée. m

x=4—1 ==
= Exemple 15 : On considere les droites (d) : { y=11-3¢t, tcRet(d):{ y=6+41 , cR.
2=9-2t =251t

On souhaite déterminer, s’il existe, le point d’intersection de ces droites. Il faut donc trouver deux parametres
t et t'qui correspondent 2 un méme point pour ces deux droites. Cela nous amene a résoudre le systeme
suivant :

4—t=2+7¢ 2—t=1 2—t=1
11-3t=6+41 & 11-3t=6+42—1) << 11-3t=6+8—4t
9-2t=-2-51¢ 9—2t=-2-502~-1) 9—2t=-2-10+5¢
—
S
t:3 t=3

La solution que I’on trouve est unique, les droites sont donc sécantes en un point. Pour trouver les co-
ordonnées de ce point, on remplace le paramétre ¢ ou ' dans la représentation paramétrique de la droite
correspondante (le mieux étant de le faire pour les deux pour contréler nos calculs).

En prenant t+ = 3 dans la représentation paramétrique de (d), on obtient le point de coordonnées (1;2;3).
De méme, en prenant = —1 dans la représentation paramétrique de (d’), on aboutit également au point de
coordonnées (1;2;3). Ce point est le point d’intersection des droites (d) et (d’). n
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Vecteurs de I'espace

» Exercice 1 — Voir le corrigé

On considere deux cubes ABCDEFGH et BIJCFLKG H G K
placés cote a cote. Compléter les égalités de vecteurs
suivantes.

FG=A_ EK+LF =B
AB-JC=E.. ﬁ+2ﬁ+G—E)i§7 5
A

N K45 DF -

» Exercice 2 - Voir le corrigé

En utilisant la méme figure, exprimer...

e ... le vecteur ﬁ( comme combinaison linéaire des vecteurs ﬁ et I? .

e ... le vecteur AG comme combinaison linéaire des vecteurs AK et JD.

e ... le vecteur DL comme combinaison linéaire des vecteurs A/ et JE.

¢ ... le vecteur BK comme combinaison linéaire des vecteurs X} R ﬁ} et C—é

» Exercice 3 — Voir le corrigé

On considere un cube ABCDEFGH sur lequel on a placé les mi-
lieux des arétes ainsi que le centre de la face ABCD. Donner...

* Un vecteur égal au vecteur TR.

* Un vecteur égal au vecteur 0_} .

* Trois vecteurs colinéaires au vecteur J\ﬁ

* Deux vecteurs colinéaires a DK.

A\ / C * Deux vecteurs coplanaires a Iﬁ et ﬁ
| i J

On considere une pyramide SABCD a base carrée ABCD et de som-
met S.

On considere les vecteurs i = R — S_/i, V= zﬁ etw= 2% +[7§.
Montrer que i = V+ w.
Que peut-on en déduire sur ces trois vecteurs ?
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Droites et plans de I'espace

» Exercice 5 — Voir le corrigé

On considere le ABCDEFGH ci-contre, ainsi qu’un
£ point / sur le segment [AE].

Dans chacun des cas suivants, dire si les droites sont
coplanaires ou non. Si oui, préciser si elles sont paral-
leles ou sécantes. Lorsqu’elles sont sécantes, construire
le point d’intersection de ces droites.

| ¥

(AB) et (FG)  (AF) et (IE)
, (CD) et (EB) (DI) et (EH)
,/ (IB) et (FA)  (GF) et (DA)
A B

» Exercice 6 — Voir le corrigé
Sur le cube précédent, déterminer...

a. lintersection du plan (EFH) avec le plan (ADH). b. un plan parallele au plan (BFG).
c. l'intersection du plan (IFB) avec le plan (HDB).  d. I'intersection du plan (GIC) avec le plan (HAD).
e. un plan parallele au plan (/EB). f. I'intersection de la droite (Al) et du plan (FGH).

» Exercice 7 — Voir le corrigé

On considere une pyramide SABCD de sommet S et de
base carrée. On place un point  sur [DS], un point J sur
[AS] et un point K sur [BS] de telle sorte que les droites
(1J) et (AD) ne sont pas paralleles, de méme que les
droites (IK) et (BD).

1. Justifier que les droites (1J) et (AD) sont sécantes et construire leur point d’intersection.

2. Justifier que les droites (IK) et (BD) sont sécantes et construire leur point d’intersection.

3. Construire alors I’intersection des plans (ABD) et (IJK).

4. Sans justifier la construction, vérifier que I’intersection des droites (JK) et (AB) se trouve sur cette droite.

» Exercice 8 (Théoréme du toit) — Voir le corrigé

Soit P; et P, deux plans sécants et A la droite d’intersection de ces plans. Soit (d; ) une droite du plan P; et (d;)
une droite du plan P, telles que (d,) et (d2) sont paralleles.

En raisonnant par I’absurde, montrer que A est parallele aux droites (d; ) et (d3).
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Repere de I'espace

» Exercice 9 — Voir le corrigé
Dans le cube ABCDEF GH ci-dessous, donner...
.. les coordonnées du vecteur BH dans le repere (A;E;ﬁ;ﬁ ).

H G
! * ... les coordonnées du point F dans le repere (A;Iﬁ;ﬁ;ﬁ ).
1 F
. ' * ... les coordonnées du vecteur C? dans le repere (A;@ ;ﬁ;ﬁ ).
' —
' * ... les coordonnées du point G dans le repere (B;A% ;f@;AH ).
1
5 ' * ... les coordonnées du point /, milieu du segment [BG]| dans le
',)' """" “=-JcC repere (A;f@;ﬁ;ﬁ)-
R al @ * ... les coordonnées du point J, milieu du segment [FH| dans le

repére (A;E;XB;E).

» Exercice 10 — Voir le corrigé
On considere un prisme droit ABCDEFGHIJKL dont la base est un hexagone régulier ABCDEF .

1. On se place dans le repere (A;@,A_I)T,ﬁ).
(a) Donner les coordonnées des points D, E, H et J dans ce repere.
(b) Donner les coordonnées des vecteurs B? et GD dans ce repere.
2. Reprendre les questions précédentes en se placant cette fois dans le
R —
repere (A;AB,AE.AH).

]

» Exercice 11 (Centres étrangers 2023) — Voir le corrigé

On considere le prisme droit ABFEDCGH de base ABFE, rectangle en
A. On associe a ce prisme le repére (A;7,7,k) tel que

o 1 1
z-4ﬁ,y-4ﬁetk—8ﬁ.

De plus, on a Iﬁ = %zﬁ

On note I le milieu du segment [EF] et J le milieu du segment [AE].
Donner les coordonnées des points H, I et J.

> T

» Exercice 12 — Voir le corrigé
On se place dans un repere de 1’espace (O;?,fj,%). On considere les points A, B, C et D de coordonnées
respectives A(1;—1;2), B(5;1;8), C(—3;2;—1) et D(—1;3;2).

1. Déterminer les coordonnées des vecteurs zﬁ, R et C%
2. Que peut-on en déduire sur les droites (AB) et (CD) ?
3. Les points A, B, C et D sont-ils coplanaires ?
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» Exercice 13 — Voir le corrigé

L’espace est muni d’un repere (0;?,7,75). On considere les points A, B et C de coordonnées respectives
A(1;3;5), B(2;7;—1) et C(5;19;—19).

1. Déterminer les coordonnées des vecteurs 1@ et zﬁ'
2. En déduire que les points A, B et C sont alignés.

» Exercice 14 - Voir le corrigé

On se place dans un repére de I’espace (O ?,j’,%). On considere les points A, B et C de coordonnées respectives
A(2;4;,—1), B(3;—-2;5) et C(6;7;—2).

1. Montrer que les points A, B et C ne sont pas alignés.

2. Déterminer les coordonnées du point 7, milieu de [BC].

3. Déterminer les coordonnées du point J tel que 14—.>] = 2A? — 3@ .

4. Déterminer les coordonnées du point K tel que C soit le milieu de [AK].

» Exercice 15 — Voir le corrigé
L’espace est muni d’un repére (0;?,7,%). On considere les points A(1;2;3), B(3;—1;2),C(0;1;1) et D(5;1;6).

1. Déterminer les coordonnées des vecteurs 1@ 1@' AD.
2. Montrer que ces trois vecteurs sont coplanaires. Que peut-on en déduire pour les points A, BC et D ?

» Exercice 16 — Voir le corrigé

On se place dans un repere de I’espace (0;?,7,%). On considere les points A, B, C, D et E de coordonnées
respectives A(2;2;0), B(0;1;0), C(1;0; 1), D(0;0;3) et E(—1;4;0).

1. Calculer les coordonnées des vecteurs 1@, @, ﬁ et ﬁ .
2. Les vecteurs AB, AC et AD forment-ils une base de I’espace ?
3. Donner les coordonnées du point E dans le repere (A;E,R ,ﬁ)

Représentations paramétriques de droite

» Exercice 17 - Voir le corrigé

Donner une représentation paramétrique de la droite passant par le point A(2;5;—3) et dirigée par w2

» Exercice 18 — Voir le corrigé

On considere les points A(1;3, —2) et B(2;5; —4). Donner une représentation paramétrique de la droite (AB).

» Exercice 19 — Voir le corrigé

On considere les points A(1;2;7) et B(3; —1;6) ainsi que la droite A admettant pour représentation paramétrique

x=5—4¢
A:¢ y=1+6t ,teR
z=—-3+42

1. Le point A appartient-il a la droite A ?
2. Les droites (AB) et A sont-elles paralleles ?
3. Donner une représentation paramétrique de la droite (d) passant par le point C(6;—1;2) et parallele a A.
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» Exercice 20 — Voir le corrigé

On considere les droites (d;) et (d2) admettant pour représentations paramétriques

x=-5+2¢ x="7—-4
(di):{ y=11-3t ,teR et (dp):< y=1-2 f€R.
z=11-2¢ 7=-245¢

Montrer que les droites (d}) et (da) sont sécantes en un point dont on donnera les coordonnées.

» Exercice 21 — Voir le corrigé

On considere les droites (d)) et (d») admettant pour représentations paramétriques

x=1+2¢ x=2+1
(d):{ y=3—t ,teR et (db):¢ y=-1 ' ER.
z=-5+t¢ z=3+61

Montrer que les droites (d;) et (d») ne sont pas coplanaires.

Exercices de synthése

» Exercice 22 — Voir le corrigé

On se place dans un cube ABCDEFGH, d’arétes de longueur 1. E QG
On note [ le milieu du segment [EF]. :

1
On considere par ailleurs le point J tel que l?} = Zﬁ et le point K

1
tel que C—I>( = 56% o
L’espace est muni du repere (A;E;ﬁ;ﬁ )

1. Montrer que les droites (1J) et (AB) sont sécantes. On note M leur point d’intersection
2. A l’aide de deux autres droites sécantes, construire sur la figure ci-dessus, en justifiant la construction,
I’intersection des plans (ABC) et (IJK)

5
3. On considere le point L de coordonnées 5; 1; 1)

(a) Sur quelle aréte se situe le point L ?

(b) Montrer que les points /, J, K et L sont coplanaires.

(c) En déduire que les droites (/K) et (LJ) sont sécantes.

(d) Donner une équation paramétrique de ces deux droites et déterminer les coordonnées de leur point
d’intersection.
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» Exercice 23 — Voir le corrigé

On considere un prisme droit ABCDEFGHIJKL dont la base est un hexagone régulier ABCDEF . Les droites
(AI) et (BK) sont-elles sécantes ?

» Exercice 24 (Amérique du Nord 2021) — Voir le corrigé

On considére un cube ABCDEFGH. Le point I est le milieu du segment [EF], le point J est le milieu du
segment [BC] et le point K est le milieu du segment [AE].

1. Les droites (AI) et (KH ) sont-elles paralleles ? Justifier votre réponse.
Dans la suite, on se place dans le repere orthonormé (A;ﬁ;@;ﬁ ).

2. Donner les coordonnées des points / et J.
3. Montrer que les vecteurs I_}, ﬁ et /@ sont coplanaires.

On considere les droites (d}) et (d2) définies par les représentations paramétriques ci-dessous.

x=3+t1 x=4+1¢
(di):{ y=8-2t ,teR et (d):{ y=1+t ,t€R
7=—-2+3t 7=8+2t

4. Les droites (d}) et (d») sont-elles paralleles ? Justifier votre réponse.
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» Exercice 25 (Métropole 2021) — Voir le corrigé

Cet exercice est un questionnaire a choix multiples. Pour chacune des questions suivantes, une seule des quatre
propositions est exacte. Aucune justification n’est demandée.

SABCD est une pyramide réguliere a base carrée ABCD dont toutes les arétes ont la méme longueur. Le point /
est le centre du carré ABCD.

On suppose que IC =IB =1S = 1. Les points K, L et M sont les milieux respectifs des arétes [SD], [SC] et [SB].

1. Les droites suivantes ne sont pas coplanaires

a. (DK) et (SD) b. (AS) et (IC) c. (AC) et (SB) d. (LM) et (AD)

Pour les questions suivantes, on se place dans le repere orthonormé (7 ,I?', I%, I?) Dans ce repere, on donne
les coordonnées des points suivants :

1(0,0,0), A(=1,0,0), B(0,1,0), C(1,0,0), D(0, - 1,0), $(0,0,1)

2. Les coordonnées du milieu N de [KL] sont...

111 1 11 111 11
a (4’4’2> b. (4"4’2) ¢ (‘474’2> d. (2’2’_1>

3. Les coordonnées du vecteur A__>S' sont...

1 2 1
a. |1 b. [ O c. 1 d. (1
0 1 -1 1

4. Une représentation paramétrique de la droite (AS) est

x=—-1—t x=-—142t

a. y=t ,tER b.< y=0 ,te€R
z=—t z=14+2¢
x=t x=—1+t

c.¢ y=0 ,t€R d.¢ y=141r 1R

z=1+t¢ z=1—t
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Vecteurs de I'espace

» Correction 1 — Voir I’énoncé

OnaFG=AD, EK+LF = BJ, AB—JC = EL, AD+2HG+GE = FL, HC + BK = AJ et KL+ Bl —DF = EA.

» Correction 2 — Voir I’énoncé

On AR = 228 + i, 36— AR + L7, Bl ~ 221 + 72 ot 3 = L1+ + G

2

» Correction 3 — Voir I’énoncé

On a ﬁ = O@, (7} = ﬁ

Les vecteurs R R 17 et G? sont colinéaires au vecteur m
Les vecteurs lﬁ et Pﬁ sont colinéaires au vecteur D? .

Les vecteurs ﬁ et R sont coplanaires aux vecteurs ﬁ et @
En effet, ﬁ = E—I‘)"—l—ﬁ etzﬁ( = %ﬁ—&— %ﬁ

» Correction 4 — Voir I’énoncé

Onaﬁ:f\_&—ﬁ:f@—hﬁ.
Parailleurs,\7+v_15:E+2ﬁ+mzﬁ+ﬁ+ﬁ+m:ﬁ+ﬁ+m.

Or, puisque ABCD est un carré, alors IQ = E Ainsi, V4+w = R —1—@ + ﬁ = IR' —I—A_.)S' =i

Droites et plans de I'espace

» Correction 5 — Voir I’énoncé

H =}
I * (AB) et (FG) sont non coplanaires.
[‘\\\U{ ; F * (AF) et (IE) sont coplanaires et sécantes en A.
SN * (CD) et (EB) sont non coplanaires.
Sk * (DI) et (EH) sont coplanaires et sécantes en J.
,D/\i/«'t'\“?:"" ¢ * (IB) et (FA) sont coplanaires et sécantes en K.

GF) et (DA) sont coplanaires et paralleles.

. \\\
/’( ~\ )(\\
; .. .

» Correction 6 — Voir I’énoncé

L’intersection du plan (EFH) avec le plan (ADH) est la droite (EH ).
Le plan (AEH) est un plan parallele au plan (BFG).

L’intersection du plan (IFB) avec le plan (HDB) est la droite (FB).
L’intersection du plan (GIC) avec le plan (HAD) est la droite (AE)
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Le plan (HCG) est un plan parallele au plan (IEB).
L’intersection de la droite (Al) et du plan (FGH) est le point E.

» Correction 7 — Voir I’'énoncé

Les points I, J, A et D sont coplanaires (ils sont sur la face triangulaire de droite). Les droites (1J) et (AD) sont
donc coplanaires. Elles sont non paralleles et donc sécantes.

Les points I, K, B et D sont coplanaires (ils sont sur un triangle qui coupe le tétraedre en deux). Les droites
(IK) et (BD) sont donc coplanaires. Elles sont non paralléles et donc sécantes.

» Correction 8 — Voir I’énoncé

Supposons que A n’est pas parallele a (d;). Puisque (d5) est parallele a (d;), on en déduit que A n’est pas non
plus parallele a (d7).

Soit # un vecteur directeur de A et vV un vecteur directeur de (d ), et donc également de (d). Les vecteurs i et
Vv sont donc non colinéaires.

Puisque les droites (d;) et A appartiennent toutes deux au plan P, les vecteurs i et v forment une base du plan
P.

Par ailleurs, puisque les droites (d) et A sont toutes deux contenues dans le plan P, les vecteurs i et V forment
également une base du plan P.

Par conséquent, les pans P; et P, admettent un méme couple de vecteurs de bases, ces deux plans sont donc
paralleles : c’est impossible puisque 1’on a supposé que ces deux plans étaient sécants.

Par conséquent, la droite A est parallele a la droite (d;) et donc a la droite (d>).

Repére de I’'espace

» Correction 9 — Voir I’énoncé

— —
Ona B—Ifl = —zﬁ +AD +X§ . Ses coordonnées dans le repere (A;zﬁ;AD;ﬁ ) sont donc 1
Les coordonnées du point F dans le repere (A;ﬁ;m;ﬁ ) sont (1;0;1).

Ona @ = OR — Lﬁ—l— lzﬁl . Ses coordonnées dans le repere (A;R;ﬁ;ﬁ ) sontdonc | —1
1
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OnaBG = OR—F Oﬁ—i—ﬁ. Les coordonnées du point G dans le repere (B;R;ﬁ;ﬁ) sont (0;0;1).

1 1
Les coordonnées du point /, milieu de [BG] dans le repere (A;ﬁ;ﬁ;ﬁ ) sont (1 X 5).

11
Les coordonnées du point J, milieu de [FH] dans le repére (A;ﬁ ﬁzﬁ) sont (1 % E) . Attention a ’ordre

des vecteurs !

» Correction 10 — Voir I’énoncé
0 2
Dans(A;Iﬁ;zﬁ;ﬁ),onaD(2;2;0),E(1;2;0),H(1;0;1),J(2;2;1),ﬁ 2 et(}? 2).
1 —1
. - 2
Dans (A;ﬁ;ﬁ;AH),onaD(l;1;0),E(0;1;0),H(O;0;1),J(0;1;1),ﬁ 1 et@ 1
1 -1

» Correction 11 — Voir I’énoncé
Le point H a pour coordonnées (0;4;8).
Le point E a pour coordonnées (0,0,8). Le point F a pour coordonnées (4,0,4). Puisque / est le milieu de [EF],
0+4 040 8+4> it (2,0,6)
soi .
2 ) 2 ) 2 )
Le point E a pour coordonnées (0,0,8). Le point A a pour coordonnées (0,0,0). Puisque J est le milieu de [AE],
04+0 040 8+0> soit (0,0.4)
2 Y 2 Y 2 ] M

ses coordonnées sont (

ses coordonnées sont (

» Correction 12 — Voir I’énoncé

5-1 4 3.2 5 1 (-3) 2
onadb(1-(-1) |=(2].a¢ (21 )= 3 |ecD| 3-2 |=[1
82 6 12 -3 2 (~1) 3

H
On remarque que AB = 2CD. Les vecteurs AB et CD sont colinéaires, les droites (AB) et (CD) sont paralleles.

Par conséquent, ces droites sont également coplanaires. Les points A, B, C et D sont donc coplanaires.

» Correction 13 — Voir I’énoncé

2.1 1 5.2 3
onaAb| 7-3 |=(4).a¢| 19-7 |=( 12
5-(~1) 6 19— (1) 18

On a AC = 3AB. Les vecteurs AB et AC sont colinéaires. De plus, les droites (AB) et (AC) ont un point en
commun. Ainsi, les points A, B et C sont alignés.

» Correction 14 — Voir I’énoncé
3-2 1 6-—2
AB —2-4 )= 6)eal| 7-4 |=
5—(—1) 6 —2—(-1) 1
pas des coordonnées de 1’'un a I’autre en multipliant par un réel). Les points A, B et C ne sont pas alignés.
346 —2+7 5+(—2)> ot (9'5'3)
27 2 72 ’

4
3 ]. Ces vecteurs ne sont pas colinéaires (on ne passe

Le point / donné < M
e point / a pour coordonnées 2753




20 3. Corrigés

-2
Notons (x;y;z) les coordonnées du point J. Les coordonnées de A_J> sont | y—4 |. Les coordonnées de
z+1
2x1+4+4 6
248 3AC sont | 2% (=6)+3 | = —9 |. Onaalors
2x6+1 13

e x—2=6doux=8;
*y—4=-9douty=-5;
e z+1=13douz=12.

Les coordonnées du point J sont (8; —5;12).

2 4 —1
Notons (x;y;z) les coordonnées du point K. Le milieu de [AK] a pour coordonnées ( rxaty. +Z).

2727 2
2 4
Puisqu’il doit s’agir du point C(6;7;—2), on a donc L 6 soit x = 10, % =7 d’ou y = 10 et enfin
—1+z
2

Les coordonnées de K sont donc (10;10; —3).

=—-2douz=-3.

» Correction 15 — Voir I’énoncé

31 2 0-1 _1 5.1 4
onadb | —1-2)=(-3).a¢(1-2)=(-1).aD(1-2)={ -1
23 1 1-3 ) 6—3 3

Supposons qu’il existe des réels A et u tels que E = lf@ + uﬁ On a alors

2 1 4 2 —A+4u

=3 =A( -1 ])+u| -1 c’est-a-dire -3 |=| —A—u

1 -2 3 ~1 2 +3u
D’apres la deuxieme équation,ona —3 = —A —u etdonc A =3 — .

D’apres la premiere équation, on a —A +4p = 2. On remplace alors A par3—p etonadonc —(3—p)+4u =2
soit =3+ u +4u =2 ouencore S5 =5Setdonc u = 1.

En remplagant p par 1, on trouve alors A =3 —1=2.

On peut alors vérifier que zﬁ = ZA% +m. Les vecteurs zﬁ, IR' et ﬁ sont coplanaires. Les points A, B, C et
D sont donc sur un méme plan.

» Correction 16 — Voir I’énoncé

-2 -1 -2 -3
Onadb [ -1 ). a¢  —2 ).aB [ —2 | etaE | 2
0 1 3 0
Cette deuxieme question revient a déterminer si ces trois vecteurs sont coplanaires. Supposons qu’il existe deux
-2 —A—=2u
réels A et U tels que AB = AAC + uﬁ. En utilisant les coordonnées, ona alors | —1 | = —24 —2u
0 A+3u

* En utilisant la troisieme égalité, ona 0 = A +3u et donc A = —3u ;
* En remplagant A par —3u dans la premiére équation, on a alors —2 = 3y — 2 soit —2 = ;
* Enremplacant 4 par —2onal = -3 x(-2)=6;
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H
* Vérifions les coordonnées de /IR + UAD avec A = 6 et 4 = —2. On obtient

—6—2x(-2) )
—2x6—-2x(=2) |=| -8
6+3x(-2) 0

ce qui n’est pas le vecteur ﬁ Les vecteurs ﬁ, R et m ne sont pas coplanaires, ils forment donc une
base de I’espace.
’%
Puisque les vecteurs ﬁ, R et AD, il existe un unique triplet de réels (x,y,z) tels que ZE = xﬁ + yﬁ + zZB

Ces réels sont les coordonnées du point E dans le repere (A;E,A /D). En utilisant les coordonnées des
vecteurs, on a alors

-3 —2x—y—2z
2 | = —x—2y—-2z2
0 y+3z
* En utilisant la derniere ligne, on a y+ 3z = 0 et donc y = —3z.
* En remplagant y par —3z dans la deuxieme équation, on obtient 2 = —x —2 x (—3z) —2z soit 2 = —x+
6z — 2z c’est-a-dire 2 = —x+4z. On a donc x = —2 +4z.
* En remplagant y par —3z et x par —2 + 4z dans la premiere équation, on obtient —3 = —2x —y — 2z soit

—3=-2(—2+4z) — (—3)z—2zsoit =3 =4 —8z+3z—2zetdonc —7 = —7zd’ouz=1.
* Puisque y=—3z,onay= —3.
e Puisque x = —2+4z,x=-2+4=2.

On calcule alors les coordonnées de 2@ — 3@ +1ﬁ). elles valent

—2x2—(-3)—-2x1 -3
—2-2x(=3)—2x1|=|[ 2
—3+3x1 0

qui sont bien les coordonnées de ﬁ . Ainsi, ﬁ = 2@ + —3@ —hﬁ. Les coordonnées de E dans le repere
(A;zﬁ,ﬁ,zﬁ) sont donc (2;—3;1).

Représentations paramétriques de droite

» Correction 17 — Voir I’énonceé

x=243t
Cette droite admet pour représentation paramétrique ¢ y=5+2¢t ,t€R.
7=—-3-3t
» Correction 18 — Voir I’énoncé
1 x=14t¢
OnaAB| 2 |. Une représentation paramétrique de (AB) est ¢ y=3+2r ,t€R.
-2 7=—-2-2t

» Correction 19 — Voir I’énoncé
1=5—-4
Le point A appartient a la droite A si et seulement s’il existe un réel f tel que ¢ 2=146¢ .
z=T+2t
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La premiere ligne donne alors + = 1. Mais si ¢ = 1, alors la deuxieme ligne donne 2 = 7. Ainsi, un tel réel ¢
n’existe pas : le point A n’appartient pas a la droite (AB).

2 —4
Un vecteur directeur de (AB) est le vecteur 1@ —3 |. Un vecteur directeur de A est le vecteur i | 6 |. On
-1 2
ai= —2@. Les vecteurs i et AB sont donc colinéaires : les droites (AB) et A sont donc paralléles.
2
La droite (d) admet le vecteur Iﬁ —3 | comme vecteur directeur. Une représentation paramétrique de cette
-1

x=06+2t
droiteestdonc ¢ y=—1-3r , teR

7=2—t

» Correction 20 — Voir I’énonceé

Supposons que les droites (d;) et (d2) soient sécantes en un point M (x;y;z). Il existe alors deux réels ¢ et ' tels
x=-5+2r=7—-4¢

que y=11-3t=1-2
z=11-2t=-2+5¢

—542r=7-41
En remplagant la troisiéme ligne par la somme des lignes 1 et 3,onaalors ¢ 11 —3r=1-—2¢
6=5+1
—5+2t=7—41 —542t=7-4 fa
On trouve alors ¢ 11 —3r=1—-2¢ soitq 11—-3r=1-2 etdonc { t’_—l .
[/ =1 t/ =1 N

Vérifions : en remplacant ¢ par 4 dans I’équation de (d, ), on obtient le point de coordonnées (3;—1;3). En
remplacant ¢’ par 1 dans 1’équation de (d; ), on obtient le point de coordonnées (3;—1;3).

Ainsi, les droites (d;) et (d») sont sécantes et les coordonnées du point d’intersection des droites (d;) et (da)
sont donc (3;—1;3).

» Correction 21 — Voir I’énoncé

2 1
Un vecteur directeur de (d;) estii [ —1 |. Un vecteur directeur de (d,) est V| O |. Ces vecteurs ne sont pas
1 6
colinéaires, les droites (d}) est (da) ne sont donc pas paralleles.
1+2t =241
Supposons que ces droites sont sécantes. Il existe donc deux réels ¢ et t' tels que { 3 —t = —1 .
—5+r=3+6

La deuxieéme ligne donne ¢ = 4. En remplagant ¢ par 4 dans la premiere ligne, on obtient ' = 7. En remplagant
t par 4 dans la troisieéme ligne on obtient ¢ = 3 On a donc une contradiction. Par conséquent, les droites
(dy) et (dy) ne sont pas sécantes.

Finalement, les droites (d) et (d2) n’étant ni paralleles, ni sécantes, elles ne sont pas coplanaires.
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Exercices de synthése

» Correction 22 — Voir I’énoncé

1. Les droites (1J) est (AB) sont coplanaires puisque les 4 points cités se trouvent sur une méme face. Par

1 1/2
ailleurs, on trouve les coordonnées zﬁ 0]et I_} 0 . Ces vecteurs ne sont pas colinéaires : les
0 —3/4

droites (1J) et (AB) ne sont donc pas paralleles. Elles sont donc sécantes en un point M.
2. Les droites (JK) est (CB) sont coplanaires puisque les 4 points cités se trouvent sur une méme face. Par

0 0

ailleurs, on trouve les coordonnées ﬁ‘ 1 ]et I?J -1 . Ces vecteurs ne sont pas colinéaires :
0 ~1/12

les droites (KJ) et (CB) ne sont donc pas paralleles. Elles sont donc sécantes en un point N.

Ainsi, les points M et N appartiennent a 'intersection des plans (ABC) et (IJK). L’intersection de ces

deux plans est par conséquent la droite (MN).

3. (a) Le point L se situe sur I’aréte [HG].

1/2 1/2 1/18
(b) Ona ﬁ 0 , I? 1 et IT 1 . Supposons qu’il existe deux réels a et b tels
-3/4 -2/3 0

que 17 = al? + in. On aurait alors

1/2 a/2+b/18
0 = a+b
—3/4 —2a/3
D’apres la troisieme ligne, on a a = 3 En utilisant la deuxieme ligne, on trouve alors b = —3
9 9 9/16—1/16 1/2
Vérifions : on calcule les coordonnées de gl? - §IT Onobtient [ 9/8—-9/8 | soit 0
—2/3x9/8 —3/4

On retrouve bien les coordonnées de I_} Les points /, J, K et L sont coplanaires.
Ainsi, les droites (/K) et (LJ) sont coplanaires.
(c) Or, elles ne sont pas paralleles. Ces droites sont donc sécantes.

x:%'i_%t x:g+gt’
(d) Ona (IK) y=t JgteRet (L)) y=1-¢ ., /eR

— 2 _ 3.
Z—l—gt Z—l—zl
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Cherchons donc deux réels z et ' tels que { t=1—+¢ ' ER.

2 3 3 2 2
En remplacant ¢ par 1 — ¢’ dans la derniére équation, on a _§(1 —1") = —=1 soit <f + 7) ==

4 473 3
dol 172" 2 cf 12>< 2 8
ol —t'=-ett/=—x==—.
12 3 17 3 17
Remplagons alors ¢/ aridans I’équation de la droite (LJ) Onaé—i-éxﬁ—E 82
pras P a A A R T A VA VAR T

8 11
1-2x ==—.
AT

13 9 11
Le point d’intersection des droites (/K) et (LJ) a pour coordonnées < s—; >

17°17°17
» Correction 23 — Voir I’énoncé
On se place dans le repere (A;zﬁ ,ﬁ ,ﬁ) On a alors les coordonnées des vecteurs suivantes :

N /2 1
ablo) ai(1) 2£|(2
0 1 1

- =
Supposons qu’il existe deux réels A et u tels que AB— AAI+ nAK. On a alors

1 24+
0= A+2u
0 A+u
La derniére ligne nous donne A = —u. On remplagant A par —u dans la seconde ligne, on a alors y = 0 et

donc A = 0. Or, si on remplace A et u par 0 dans la premiére ligne, on obtient 1 = 0, ce qui est absurde.
Ainsi, les points A, B, I et K ne sont pas coplanaires. Les droites (Al) et (BK) ne sont donc pas coplanaires.

Elles ne peuvent donc pas €tre sécantes.

» Correction 24 — Voir I’énoncé

1. Les points A, I et K appartiennent au méme plan (la face avant du cube). Le point H n’appartient pas a
ce plan. Les points A, I, K et H ne sont donc pas coplanaires. Les droites (Al) et (KH) ne peuvent donc
pas étre paralleles.

2. Onal(3:;0;1) etJ (1;4;0).

3. Ona 7 = %R —ﬁ . Les vecteurs ﬁ zﬁ etzﬁ' sont coplanaires.

1 1
4. La droite (d;) est dirigée par le vecteur i | —2 |. La droite (d») est dirigée par le vecteur V | 1
3 2

Ces vecteurs ne sont pas colinéaires. Les droites (d;) et (d2) ne sont donc pas paralleles.

» Correction 25 — Voir I’énoncé

1. Réponse c. : (DK) et (SD) ont un point en commun et sont donc sécantes. (AC) et (IC) sont sécantes en A,
(LM) et (AD) sont paralléles et donc coplanaires.

11 1 1
2. Réponse a. : K a pour coordonnées <0; 5; 2), L a pour coordonnées (2;0; 2). Le point N a donc pour

. . 1
coordonnées la moyenne des coordonnées de ces deux points, soit (4; Z; 5)
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1

3. Réponse b. On a A_S' = 11? + OI% + 11?. Ses coordonnées sont donc | O |. Attention a I’ordre des vecteurs
1

de la base !

4. Réponse c¢. En prenant ¢ = 0, on retrouve le point S. En prenant # = —1, on retrouve le point A.
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